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1. ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ

РАДИАЛЬНОГО ПОЛИТРОНА

1.1 ► Методы и результаты физического моделирования.

Физическое моделирование политронов (как радиальных, так и аксиальных) проводилось путем возбуждения механических резонансных колебаний в кольцах из металлической проволоки и ленты.

Возбуждение колебаний в кольцах осуществлялось электромагнитным способом от генератора сигналов низкой частоты Г3-109. Для изготовления колец были взяты широко распространенные материалы ― проволока и лента из углеродистых сталей, применяемые в различных пружинных механизмах, а также, латунная, медная и алюминиевая проволока из сортамента электротехнической промышленности. При возбуждении колебаний в стальных кольцах, переменный синусоидальный ток от генератора пропускался через электромагнит, в воздушном зазоре которого располагался небольшой участок кольца. При возбуждении колебаний в кольцах из немагнитных материалов, переменный синусоидальный ток пропускался по кольцу, а небольшой участок кольца располагался в воздушном зазоре постоянного магнита.

Кроме того, была проведена серия опытов по возбуждению резонансных колебаний в тех же кольцах чисто механическим способом. В этих опытах переменный ток от генератора подавался на электромеханический вибратор, якорь которого, в виде легкого пустотелого стержня, помещался внутри многовитковой цилиндрической катушки. Один конец якоря располагался внутри катушки, и к его торцу была приклеена таблетка высококоэрцитивного магнита. Второй конец якоря выступал из катушки и был снабжен миниатюрным зажимом для крепления исследуемых колец.

При возбуждении колебаний с помощью электромеханического вибратора моделируются политроны только с нечетным частотным порядком (m =3, 5, …), т.к. один узел политрона связан.

Эта серия опытов была проведена с целью выявления влияния способа возбуждения колебаний на измеряемые значения резонансных частот исследуемых колец. В результате были получены точно такие же значения резонансных частот нечетных политронов, как и при возбуждении колебаний электромагнитным способом.

При проведении опытов на кольцах из стальной проволоки и ленты сравнивались резонансные частоты колец одинакового диаметра, изготовленные из стальной проволоки диаметром 0,2 мм и стальной ленты толщиной 0,2 мм и шириной 5 мм. Кроме того, из стальной ленты были изготовлены двухслойные и трехслойные кольца, свернутые в рулон и сваренные точечной сваркой в одном месте. Резонансные частоты однослойных колец из стальной ленты оказались немного ниже, чем резонансные частоты того же частотного порядка проволочных колец. Это незначительное уменьшение частот можно объяснить более существенным сопротивлением воздуха для плоской поверхности ленты и, возникающим при этом, эффектом присоединенной массы.

Что касается резонансных частот одно-, двух- и трехслойных колец из стальной ленты, то они практически не отличаются. Каждый слой в кольце ведет себя как самостоятельное кольцо, а поскольку диаметры этих слоев-колец почти равны, то и резонансные частоты их неразличимы. Однако ширина резонансных пиков в кольцах с разным числом слоев пропорциональна числу слоев и этот факт позволяет сравнивать механические колебания в кольцеобразных формах с электрическими колебаниями в радиотехнических схемах и применять элементы теории электрических колебаний.

Для приближенного физического моделирования свободных политронов, т.е. политронов только с четным частотным порядком, кольца из стальной проволоки устанавливались на четырех или трех стойках из тонкой проволоки таким образом, чтобы узлы резонирующего кольца опирались на стойки. Верхние концы проволоки у стоек были изогнуты в виде буквы “φ”, что обеспечивало резонирующему кольцу небольшой радиальный люфт в узлах. Таким способом удалось свести к минимуму влияние элементов крепления на резонансные частоты исследуемых колец.

В результате данных опытов было установлено, что качественный характер зависимости резонансных частот колец от частотного порядка m остается неизменным, но в количественном отношении резонансные частоты свободных колец ниже, чем идентичные частоты колец, закрепленных в одном узле. Объяснить это можно тем, что закрепленные в одном узле кольца имеют вблизи этого узла повышенную жесткость, что и приводит к увеличению резонансных частот. Подтверждается это объяснение еще таким экспериментальным фактом, что квантроны, непосредственно отходящие от закрепленного узла имеют меньшее угловое расстояние между узлами, чем следующие за ними квантроны.

На рис.2 показаны три пары экспериментальных кривых, отражающих зависимость резонансных частот от частотного порядка, для закрепленных в одном узле колец (сплошные линии) и свободных колец (пунктирные линии).
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Рис.2

Кривые зависимости резонансных частот от частотного порядка свободных и закрепленных стальных колец при отношении d/D равном:  4,56·10-3 – верхняя пара кривых, 2,28·10-3 – средняя пара кривых, 1,14·10-3 – нижняя пара кривых.

Как следует из рис.2 резонансные частоты колец и частотный порядок m связаны вполне конкретной параболической
 зависимостью и существенно зависят от отношения диаметра проволоки d к диаметру кольца D. При достаточно малом отношении d/D, частоты становятся практически равными и, поэтому, в расчетах будет использоваться только одна частота
.

Амплитуды радиальных колебаний колец, а точнее сказать, амплитуды радиальных квантронов, также зависят от частотного порядка m, и дискретность этой зависимости вполне очевидна
 – чем меньше угловое расстояние между узлами, тем меньше должна быть и амплитуда колебаний при одной и той же подводимой к кольцу энергии раскачки. Эта зависимость имеет гиперболический
 характер и
 особенно отчетливо проявляется при достижении предельного значения радиальной амплитуды, соответствующего данному частотному порядку m. 

Что касается зависимости радиальной амплитуды от подводимой энергии раскачки, то экспериментально было установлено, что кривая этой зависимости похожа на крутую экспоненту с быстро достижимым пределом.

В ходе экспериментов применялась также импульсная подача энергии раскачки и ступенчатое изменение ее. При таких способах подвода энергии раскачки радиальная амплитуда плавно выходит за предел своего значения, соответствующий стационарному режиму подвода энергии раскачки, но быстро возвращается к значению этого предела.

И, наконец, после того, как радиальная амплитуда достигнет своего предельного значения, дальнейшее многократное увеличение подводимой к кольцу энергии совершенно не влияет на величину предельной амплитуды, а избыточная энергия преобразуется в тепло и в энергию электромагнитного излучения с частотой, равной резонансной частоте колебаний кольца.

Качественный анализ всех проведенных исследований позволяет сделать следующие выводы:

1) Ряд резонансных частот кольцевого образования, характеризуемый частотным порядком m, существенно отличается от аналогичной зависимости для линейного гармонического осциллятора. Увеличение резонансных частот и рост частотного порядка m связаны между собой параболической зависимостью.

2) Резонансные частоты радиальных колебаний кольца линейно пропорциональны продольной скорости распространения упругих сдвиговых деформаций в кольце, линейно пропорциональны толщине кольца в радиальном направлении, и обратно пропорциональны квадрату диаметра кольца. 

3) Амплитуда радиальных колебаний кольца имеет верхний энергетический предел, который связан с частотным порядком m гиперболической зависимостью и имеет дискретный характер. 

4) В области энергий ниже энергетического предела, радиальная амплитуда квантронов зависит от полной энергии кольца и изменяется экспоненциально. Возможно, что и в этой области, радиальная амплитуда изменяется дискретно, но не обязательно целочисленно.

1.2 ► Математическое моделирование радиальной квантоиды.

При радиальных колебаниях политронная квантоида расположена в одной плоскости, поэтому ее уравнение удобнее всего записывать в полярных координатах. Положение любой точки радиальной квантоиды определяется шестью
 аргументами ─ статическим диаметром политрона Ds, его частотным порядком m, радиальным амплитудным порядком nr, полярным углом φ  полярных координат, частотой резонансных колебаний ν и временем t.
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     (1-1)

где  ρ(m, nr, t, φ) – полярный радиус-вектор из центра координат в точку квантоиды, соответствующую полярному углу φ в данный момент времени t. При t=0  радиус-вектор (1-1) описывает граничную квантоиду.

Длина граничной квантоиды вычисляется интегрированием от  0  до  2π по формуле
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(1-2)

где  ρ'(m,nr,φ) – первая производная радиус-вектора ρ(m,nr,0,φ) по углу φ.
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 (1-3)

Каждая точка квантоиды характеризуется еще одним угловым параметром, связанным с полярным углом φ. Это угол между касательной к квантоиде в данной точке и нормалью к полярному радиус-вектору в эту точку.
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(1-4)

Используя формулу (1-4) и выразив тангенс угла  через его косинус, получим другой вид формулы (1-2)
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(1-5)

В структуре формулы (1-1) находятся динамический диаметр радиального политрона  Dr и обе амплитуды колебаний точек квантоиды — радиальная и тангенциальная. Причем, из-за несимметричности амплитуд внешних и внутренних точек квантоиды, их нужно исследовать раздельно.
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(1-6)
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(1-9)
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(1-10)

где    ap(m,nr,φ) – радиальная амплитуда внешних точек квантоиды

aq(m,nr,φ) – радиальная  амплитуда внутренних точек квантоиды

τp(m,nr,φ) – тангенциальная  амплитуда внешних точек квантоиды

τq(m,nr,φ) – тангенциальная  амплитуда внутренних точек квантоиды
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На рис.3 выполнены геометрические построения, поясняющие принцип вычисления радиальных и тангенциальных амплитуд и показывающие в масштабе соотношение размеров в политроне PT√2/3R.
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Рис.3. 
Графические пояснения к принципу вычисления радиальных и тангенциальных амплитуд в политроне. Пунктирной линией показан статический диаметр политрона. 

Угловые смещения точек от положения на статическом диаметре равны:

φp= 2·lp(m,nr,φ)/Ds - φ     и    φq= φ - 2·lq(m,nr,φ)/Ds
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Рис.4. 
Кривые зависимостей радиальных амплитуд (сплошные линии) и тангенциальных амплитуд (пунктирные линии) от полярного угла φ для граничной квантоиды политрона РТ√2/3R. Горизонтальной пунктирной линией отмечено положение статического диаметра политрона.

На рис.4 приведены зависимости радиальных и тангенциальных амплитуд политрона PT√2/3R от полярного угла φ. Сплошные линии (жирные и тонкие) относятся к радиальным амплитудам, пунктирные линии (жирные и тонкие) - к тангенциальным амплитудам.

При радиальных колебаниях концы внутренней части квантоиды одних квантронов переходят через узлы в секторы, принадлежащие внешней части квантоиды соседних квантронов. При этом точки совершают еще и переходы со статического диаметра на динамический и обратно. Частота этих переходов вдвое выше частоты колебаний квантоиды. В результате, происходит довольно сложный процесс обмена энергией между внешними и внутренними половинами квантронов.

Пространство между статическим и динамическим диаметрами политрона называется динамическим слоем и характеризуется значением, вычисляемым по формуле
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(1-11)

Таким образом, параметр dr является удвоенной амплитудой динамического слоя, пульсирующей с удвоенной частотой.

Полная энергия колебаний каждой точки квантоиды пропорциональна сумме квадратов ее радиальной и тангенциальной амплитуд. Энергия точки, связанная с ее колебаниями в динамическом слое настолько мала, что практически не влияет на полную энергию точки.
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На рис.5 показаны кривые, отражающие относительные значения полной энергии каждой внешней точки квантоиды Ep(m,nr,φ) и каждой внутренней точки квантоиды Eq(m,nr,φ) в зависимости от углового положения точки в политроне PT√2/3R. Горизонтальной пунктирной линией отмечено относительное значение энергии колебаний точки в динамическом слое умноженное на 100.

Из рис.5 видно, что вблизи узлов, точки квантоиды имеют минимальную и практически неизменную энергию. Это свидетельствует о том, что данные точки политрона движутся практически линейно.
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Рис.5

Кривые зависимостей энергии колебаний точек квантоиды от полярного угла φ : полная энергия внешних точек квантоиды ― жирная линия, полная энергия внутренних точек квантоиды ― тонкая линия.

Формула (1-1) отвечает условию постоянства длины квантоиды с точностью до сотых долей процента и, кроме того, имеет два исключительно важных свойства, а именно:

1) Площадь каждого радиального квантрона делится линией окружности динамического диаметра на две абсолютно равные части;

2) Если амплитудный порядок политрона задан гармоническим рядом
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то площадь круга динамического диаметра содержит целое число площадей квантронов, соответствующих данному частотному порядку.

Площадь радиального квантрона вычисляется по формуле
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Сумма площадей всех квантронов называется радиальной динамической площадью политрона и в m раз больше площади одного радиального квантрона:
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(1-12)

На рис.6 сплошными линиями показаны две квантоиды политрона PTnr/4 с амплитудным порядком  nr =
[image: image30.wmf]2

 в моменты времени, смещенные на полупериод частоты собственных колебаний. Пунктирными линиями показаны те же квантоиды, но с амплитудным порядком nr = 2.
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Рис.6

Конфигурации граничных квантоид политрона РТnr/4R с амплитудными порядками nr = 
[image: image32.wmf]2

   и   nr = 2, смещенных на полупериод частоты резонансных колебаний.

Опыт показывает, что колебания с амплитудами, показанными пунктирными линиями, неосуществимы. Скорее произойдет срыв резонансных колебаний, чем амплитуда достигнет значения близкого к  nr ( 1,5.

Данный экспериментальный факт указывает на то, что в режиме устойчивых колебаний, кривизна квантоиды не может принимать отрицательных значений. Тем не менее, условие постоянства длины квантоиды выполняется и при таких критических амплитудах.

1.3 ► Математическое моделирование резонансных частот.

Создание формулы резонансных частот политрона осложняется тем обстоятельством, что, согласно энергетическому постулату, квантоида не имеет толщины, и, следовательно, не должна иметь такой механической характеристики, как жесткость. В реальных же экспериментах, влияние толщины кольца на значения резонансных частот является наиболее существенным, т.к. с толщиной кольца связаны его масса и жесткость. Уменьшать жесткость колец можно, в основном, за счет уменьшения отношения диаметра проволоки к диаметру кольца. Достигнутое в экспериментах значение этого отношения равнялось 10-3. При значениях этого отношения (2÷3)·10-3 и ниже резонансные частоты радиальных и аксиальных колебаний колец совпадают в достаточно широком интервале частот. Это обстоятельство помогло предугадать структуру формулы для резонансных частот политрона и вычислить ряд входящих в нее коэффициентов.

Эмпирическая формула для расчета резонансных частот колец из материалов круглого сечения имеет следующую структуру
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(1-13)

где  v – продольная скорость распространения упругих сдвиговых деформаций в кольце 

d – диаметр материала кольца

D – диаметр кольца (в данном случае статический диаметр политрона)

km –  коэффициент, учитывающий линейные изменения характеристик колец ( такие, например, как изменение модуля упругости при изгибе проволоки и соответствующее изменение скорости v).
kn – коэффициент, учитывающий нелинейные изменения характеристик колец ( такие, например, как изменение жесткости в зависимости от толщины проволоки, структура материала и сопротивление воздуха).

Коэффициенты km для радиальных и аксиальных колебаний имеют небольшое различие, зависящее от жесткости материала кольца в том и другом направлении. При уменьшении жесткости, будь то за счет уменьшения отношения d/D или за счет выбора более мягкого материала, поправка km стремится к нулю.

Частотный порядок политронов имеет нижний предел m=3 для политронов, закрепленных в одном узле, и m=4 для свободных политронов. Поэтому коэффициент kn не может превышать указанных значений для данных типов политронов. Иначе частота νv станет комплексным числом.

Особым случаем является значение частотного порядка m=2. В этом случае на длине квантоиды укладывается одна единственная волна и возникновение резонанса теоретически возможно. Однако, наблюдаемые в экспериментах на металлических кольцах резонансные колебания с m=2, представляют собой колебания центра масс кольца относительно точки крепления кольца. Диаметр кольца при этом не изменяется, т.е. динамический диаметр отсутствует. На частоту колебаний кольца влияют масса и жесткость всех элементов конструкции в месте крепления кольца. Поэтому измеренная резонансная частота кольца при m=2, может значительно отклоняться от частоты, соответствующей формуле (1-13).

Тем не менее, резонанс при m=2, в каком-то виде, существует и, поэтому,  за максимальное значение коэффициента следует принять kn max = 2.
Таким образом, нижняя резонансная частота политрона расположена в диапазоне частот, различающихся в два раза:
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где  kn =2   для   νmin   и    kn =0   для   νmax.

Учитывая это обстоятельство, можно выразить резонансную частоту политрона через некоторый обобщенный коэффициент ko, значение которого находится в пределах от 1 до 2.
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(1-14)

Коэффициент ko в этом случае может быть функцией как частотного, так и амплитудного порядков политрона.

1.4 ► Расчет энергии колебаний радиальной квантоиды.

В соответствии с классическим определением, механическая энергия колебаний точки равна половине произведения массы точки на квадрат циклической частоты и на квадрат амплитуды колебаний точки. Массой точки в нашем случае является масса элементарного отрезка кольца. Выразив диаметр проволоки d через диаметр кольца Ds и коэффициент kd ( d=kd·Ds ) и выполнив необходимые преобразования, получим следующее выражение для элементарной массы
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(1-15)

где  β - плотность материала кольца.

Циклическая частота колебаний кольца равна
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(1-16)

Интегральные выражения для всех трех энергий квантоиды имеют вид:
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 (1-18)
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где     
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    ―   масса шара статического диаметра

Интегралы Jρ(m,nr) и Jt(m,nr) определяют тип связи радиальной и тангенциальной энергий политрона с его геометрией и размерами, в частности с динамической площадью радиального политрона Qr.
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   (1-21)

На рис.7 приведены кривые зависимости всех трех энергий политрона от частотного порядка m. Жирной линией обозначена радиальная компонента энергии, тонкой линией ― тангенциальная компонента и пунктирной линией ― энергия динамического слоя, причем, для демонстрации кривизны последней, ее значения даны с десятикратным увеличением. Кружками отмечена кривая зависимости динамической площади Qr политрона от частотного порядка.
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Рис.7

Кривые зависимостей радиальной энергии (жирная линия), тангенциальной энергии (тонкая линия) и энергии динамического слоя политрона (пунктирная линия) от частотного порядка m. Кружками отмечена зависимость динамической площади политрона от m, приведенная к масштабу рисунка.

Как видно из рис.7, только тангенциальная энергия политрона имеет четкую связь с его динамической площадью. Радиальная энергия практически не зависит от частотного порядка политрона, а энергия динамического слоя настолько мала, что ее можно не учитывать при качественной оценке полученных результатов.

Интегралы Jρ(m,nr) и Jt(m,nr) можно заменить более простыми алгебраическими выражениями, сохранив достаточно высокую точность вычислений. Вид этих выражений следующий:
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(1-23)

Заменив в выражениях (1-17) и (1-18) интегралы Jρ(m,nr) и Jt(m,nr) на их приближенные выражения и обозначив общую для всех трех энергий часть, как


[image: image47.wmf]256

k

v

M

w

2

o

2

s

o

×

×

×

p

=
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получим нижеприведенные формулы для дальнейшего исследования энергий
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Полная энергия колебаний квантоиды равна сумме всех трех энергий
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На рис.8 показана зависимость полной  энергии радиального политрона от частотного порядка при различных значениях амплитудного порядка. Как следует из графиков на рис.8, полная энергия колебаний политрона очень чувствительна к амплитудному порядку (приблизительно по геометрической прогрессии). Но особенно парадоксальным кажется убывание полной энергии с увеличением частотного порядка. Из этого следует, что при радиальных колебаниях, квантоиде энергетически выгодны более высокие частоты. Причина такого характера изменения полной энергии кроется в различном распределении радиальной и тангенциальной компонент энергии по длине квантоиды, что и вызывает перераспределение энергий с изменением частотного порядка политрона.

В таблице 1 приведены отношения радиальной и тангенциальной энергии квантоиды и энергии динамического слоя к ее полной колебательной энергии при двух значениях частотного порядка политрона  m=2  и  m=32.

Таблица 1
	Обозначение
	m=2,   nr=√2
	m=32,   nr=√2

	wr(m,nr) / w(m,nr)
	50,765%
	98,609%

	wt(m,nr) / w(m,nr)
	49,098%
	0,372%

	wd(m,nr) / w(m,nr)
	0,137%
	1,019%
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Рис.8

Кривые зависимости полной энергии политрона от частотного порядка m при различных значениях амплитудного порядка.

На рис.9 отдельно представлена кривая зависимости радиальной компоненты энергии от частотного порядка. Как видно из рис.9, при начальных значениях частотного порядка радиальный политрон имеет энергетическую ловушку. Радиальная компонента энергии политрона на частоте, соответствующей частотному порядку m=2  минимальна, и, по-видимому, ее уровень определяет коротковолновую границу излучения. При получении порции энергии извне политрон переходит на более высокий энергетический уровень по кривой  wr(m,nr), но в то же самое время он должен оказаться на значительно более низком энергетическом уровне на кривой wt(m,nr). Энергия, соответствующая разности частотных порядков на кривой wt(m,nr) должна быть каким то образом выброшена из политрона. Обычное, скажем так, векторное преобразование одной энергии в другую представляется маловероятным. Во-первых, в распределении радиальной и тангенциальной энергий по квантоиде нет никакой пропорциональности. И, во-вторых, векторы радиальной и тангенциальной амплитуд всегда взаимно перпендикулярны, а их максимумы разнесены на угол π/m. Смешивать радиальную и тангенциальную энергии политрона, это все равно, что смешивать воду и масло. Должен существовать какой-то промежуточный механизм взаимодействия между этими компонентами. Такой, например, как давление. Тогда процесс выброса политроном излишков тангенциальной энергии можно объяснить более или менее правдоподобно – избыток радиальной энергии (воды) давит на запас тангенциальной энергии (масло) и провоцирует ее выброс из политрона.

Развитие событий происходит в полном соответствии с формулами (1-25) и (1-26). Радиальная и тангенциальная энергии пропорциональны четвертой степени амплитудного порядка. Поэтому амплитудный порядок является связующим звеном между ними и обеспечивает баланс радиальной и тангенциальной энергий в политроне. Радиальная энергия, за исключением нижних частот, почти не зависит от частотного порядка, тогда как тангенциальная энергия обратно пропорциональна второй степени частотного порядка. Поэтому выброс энергии должен происходить с помощью тангенциальных колебаний, т.е. по касательной к квантоиде и в точках с максимальной тангенциальной амплитудой, т.е. из узлов политрона.

Процесс выброса политроном тангенциальной энергии будет детально рассмотрен после сопоставления энергетических параметров радиальных и аксиальных политронов.
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Рис.9 Кривая зависимости радиальной энергии политрона от частотного порядка m.

Исследование уравнения радиальной компоненты энергии при малых амплитудных порядках показало, что с уменьшением амплитудного порядка глубина энергетической ловушки уменьшается. При определенном значении амплитудного порядка энергетическая ловушка исчезает, а кривая радиальной энергии скачком вырождается в практически прямую горизонтальную линию. 

Задание уравнения радиальной энергии (1-17) еще в более грубо приближенном виде, чем формула (1-25) дает тот же результат при всех значениях амплитудного порядка.
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(1-25a)
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